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Resumen— Se presenta una comparacion entre el
controlador por restricciones holonémicas virtuales
y el controlador de dos relevadores disenados
previamente para generar oscilaciones en un sistema
mecanico subactuado de dos grados de libertad, la
rueda de inercia. El objetivo de ambos controladores
es generar un movimiento oscilatorio con una
frecuencia y una amplitud predeterminadas sobre
la variable subactuada del sistema, la posicién
del péndulo, alrededor del punto de equilibrio
inestable. Las aportaciones de este trabajo son
analizar el desempeiio de cada controlador a partir
de resultados de simulacién y adicionalmente hacer
una comparacién experimental entre la linealizacién
a través del Jacobiano y la linealizacién por
realimentacién de estados para el controlador de dos
relevadores.

Palabras clave: Oscilaciones, Jacobiano, linealizacién
por realimentacién, controlador de dos relevadores,
restricciones holonémicas.

I. INTRODUCCION

La generacién de oscilaciones es un problema que ha
sido abordado en el pasado desde diferentes enfoques
de control, como redes neuronales recurrentes (Jouffroy,
2007) y pasividad (Freidovich, Shiriaev et al, 2009)
entre otros. Estos desarrollos teéricos han encontrado
aplicaciones en varios tipos de sistemas, por ejemplo
en sistemas eléctricos (Kaster y Pagano, 2005) , y en
robots bipedos (Narioka et al, 2009). El enfoque de
este trabajo es aplicar dos distintos controladores para
generar oscilaciones en la rueda de inercia del equipo
Mechatronic Kit de Quanser®, un miembro més de la
extensa familia de los péndulos. La rueda de inercia
es un sistema mecanico con dos grados de libertad,
una rueda inercial (rotor) actuada directamente por un
motor de corriente directa y un péndulo el cual carece de
un actuador. Se busca lograr que el péndulo, el elemento
subactuado del sistema, oscile alrededor del punto de
equilibrio inestable, i.e. el péndulo en la posicion vertical
superior. Adicionalmente se requiere que la frecuencia

y la amplitud de las oscilaciones se puedan escoger de
manera arbitraria e independiente la una de la otra.

El primer controlador a considerar es el controlador
por restricciones holonémicas virtuales (CRHV) (Frei-
dovich et. al, 2009) el cual propone acoplar la dindmica
del péndulo a la del rotor, convirtiendo asi al problema
a resolver en uno problema de seguimiento de las tra-
yectorias periddicas deseadas del péndulo. También se
analiza el controlador de dos relevadores (C2R)(Aguilar
et. al, 2009) el cual, a partir de la suposiciéon de que la
planta presenta las propiedades de un filtro paso bajas,
aprovecha el contenido arménico del efecto relevador
para generar las oscilaciones objetivo. Las aportaciones
principales de este trabajo son dos: una, la comparacion
directa entre ambos controladores a partir de su desem-
pefo tedrico en simulaciones y dos, la comparacién entre
dos métodos de linealizacion, por el Jacobiano y por
realimentacién, basada en los resultados experimenta-
les obtenidos en un equipo mecatrénico prototipo, el
Mechatronics Kit de Quanser®.

Este trabajo estd estructurado de la siguiente ma-
nera: el modelo matematico del sistema junto con el
planteamiento formal del problema a resolver se intro-
ducen en la Seccién [T} posteriormente se presentan dos
distintas maneras de linealizarlo en la Seccién [IIl El
CRHV y el C2R se reformulan en la Seccién [[V] y [V]
respectivamente. La Seccién [VI]se dedica a comparar el
desempenio de ambos controladores con base en los re-
sultados de distintas simulaciones. Se prosigue a mostrar
algunos resultados experimentales del controlador de
dos relevadores en la Seccién [VIIl Finalmente la Seccién
[VII] cierra este trabajo con algunas conclusiones y
comentarios sobre trabajos a futuro.

II. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La dinamica de la rueda de inercia se describe
(Aguilar et al, 2009; Freidovich, La Hera et al, 2009)
por el siguiente modelo no lineal de orden n = 4:
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Figura 1. Diagrama de referencia para el modelado

JiG1 + Jogo + hsing =0

i} . (1)
Jogr + Jago =T

donde ¢1, g2 son la posicién absoluta del péndulo y del
rotor respectivamente medidas de acuerdo a la FiguralT]
7 es el par de control generado por el motor y Ji, Jo, h €
R > 0 son pardmetros fisicos del sistema.

La representacién de (/1) en el espacio de estados es

i=f(z)+g(@)T
X9 0
—78.0291sen (z1) —219.9180 (2)
T4 O T
78.0291sen (1) 40298.4720

siendo x = [ql Q1 Q2 qz]T el vector de estados y
Ji = 4.59695 x 1073, J, = 2.495 x 1075, h = 0.35481
los parametros fisicos del sistema. Este sistema no lineal
tiene dos puntos de equilibrio, uno estable para ¢ =0y
otro inestable para g; = 7. El objetivo es entonces lograr
un comportamiento oscilatorio del péndulo, el cual es
subactuado, de amplitud Arad] y frecuencia 2 [%]
alrededor de ¢; = 7, i.e.,

q (t) = Asen (Qt) + 7 (3)

Adicionalmente se requiere que la amplitud y frecuencia
deseada se puedan elegir independientemente la una de
la otra y de manera arbitraria.

III. LINEALIZANDO EL MODELO MATEMATICO

En el analisis subsecuente se requerirda de una linea-
lizacién del modelo no lineal de la planta ; aqui se
presentan dos distintas metodologias para cumplir con
este requisito.

III-A.  Linealizacion por el Jacobiano

Permite obtener facilmente una linealizacion local
alrededor de algun punto de equilibrio. Se tiene,
T = Ajx+ Byt

Y
J y = @
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donde
0 1 0 0
A Of 776033 0 0 0
M . 0 00 1
0 0 0 O

BJ:[O —219.918 0 40298.47

Linealizacion parcial por realimentacion

]T
1II-B.

Se puede probar, utilizando paréntesis de Lie con la
notacién ad’}g(m) = [f, ad’;_lg(a@)}, que la distribucién

A(x) = span {g(w), adsg(z), ad?cg(as)}

no es involutiva sobre el espacio D, € R* donde
evolucionan las trayectorias del sistema. Esto implica
que este sistema no es linealizable exactamente por
realimentacién sino sélo linealizable parcialmente. Por
esta razén se recurre al algoritmo de linealizacién por
realimentacién de (Grizzle et al, 2005) el cual permite
linealizar n — 1 estados de sistemas subactuados como
la rueda de inercia. Se define la ley de realimentacién

T=Jy(1- J1_1J2) v— Jy  Johsen g
y el momento generalizado conjugado respecto a ¢;
o= Jiq1 + J2g2

para llevar al sistema a su formal normal modificada

6 =—hsenq
@1 =J7 "0~ Iy ade
G2 =

Posteriormente se establece la salida
y=C=Kpi+o
=K (@ — 7+ J;7 a2ge) + Jigy + Jodo
la cual produce un sistema de fase minima para una

constante K € R > 0. Su tercera derivada

f2(q1)
—~

C = J1_1J2h CoS ¢
+ J; theosqy (hsen g — K1) + hsen qidiv

fi(qu,d1)
indica que el sistema realimentado tiene un grado re-
lativo p = 3 y una dindmica cero, p;, unidimensional.
Entonces, asumiendo que fa (¢1) es invertible, la ley de
control

v=[u—ao¢—arl—ax — fi(q,dq)| /f2 (@) (4)

donde ag, a1,as € R > 0 transforma el sistema en

o 1 0 0
. o 0 1 0
Tr = —ag —a1 —as 0 TF
Xp g0 0 —KJ
+0 0 1 07w

y = ¢

para el vector de estados zp = [( ¢ ¢ pﬂT
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IV. CONTROLADOR POR RESTRICCIONES
HoLoNOMICAS VIRTUALES

Una manera de resolver el problema planteado en la
Seccién [MI] se aborda detalladamente en (Freidovich, La
Hera et al, 2009) y se basa en acoplar, a través del
control, la dindmica del rotor con la del péndulo. Si
se logra esto, la tarea de generar oscilaciones en ¢; se
reduce a un problema de seguimiento de trayectorias
para g2, la cual es la variable directamente actuada
del sistema. Para conveniencia del lector se presenta el
resumen de esta metodologia en esta Seccion.

El primer paso es proponer una restriccién holonémi-
ca virtual; por fines de simplicidad,

g2 = H (q1) £ ka1 + Ho (5)

donde k € R,Hy = —kq1 v ¢1 € {0,7}. Si se proyecta
bajo H se obtiene la dindmica reducida equivalente
de la rueda de inercia

(J1 + kJo) 41 + hsing, =0 (6)

La dindmica deseada, g1, (t), que cumple con la dindmi-
ca objetivo se define como la solucién tnica de @
Se puede observar que k es el tinico parametro libre de
(6); al cambiar ésta también cambia gi, (t). Por lo tanto,
k no se puede escoger arbitrariamente, debe satisfacer

una relacion que depende tanto de €2 como de A, donde

2|1 + k.
0 =0 (g ) 2R
a+A ds
C(ql,A) 2

Gi—A /]cosd —cosq — Al

Por otro lado, ademés de garantizar la convergencia
de las trayectorias del sistema a g1, (t), el CRHV tam-
bién debe conservar el momento del sistema en cada
oscilacién, de lo contrario no es posible preservar la
estabilidad orbital. Para esto, es necesario garantizar

E(q(t),q1(t) — Eo

t—o00
. J1+kJs) .
E(q,q1) = %%2 + h(l — COo8 Q1)

EOéE(A+(j1,0):h(1—COSA+d1)

Para lograr tanto seguimiento de ¢, () como conser-
vacién de momento se define una nueva restriccién

S = (q2(t) — Ho) — k(a1 (t) — )

que representa la desviacion de la restriccion holonémica
(5). Esto permite aplicar una entrada linealizante,

Jo

T Tk

((h+ kh)senqy + (Jo — J1) v)
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& = Az + Bu
y=Czx
Wi(s)

<

Figura 2. Esquema de control con dos relevadores

que transforma el sistema a

Ty = AH$H+BH(t)U
. 0 0 0] [E-E, —Jagu, (t)
B = |0 0 1 S + 0
00 0 g 1

Finalmente, la realimentacién de la ley de control
. 1T
v=—[-Jg 0 1RA[E-E, § G

asegura que la trayectoria deseada, qi,(t), es una so-
lucién orbitalmente estable del sistema en lazo cerrado
para la solucion, R(t), de la ecuacién diferencial periédi-
ca de Riccati

R+25R+ATR+RA+G=RB(t)BT () R
para cualquier G = GT € R3 > 0.
V. CONTROLADOR DE D0OS RELEVADORES

Otra alternativa para generar oscilaciones en la rueda
de inercia utilizando dos relevadores se introdujé en
(Aguilar et al, 2009). El esquema de control empleado
en este caso se muestra en la Figura [2| La idea general
es resolver la ecuacién de balance armoénico para la
Funcion Descriptiva de los dos relevadores y la respuesta
en frecuencia del modelo linealizado de la planta. A
manera de resumen, se describe el diseno de las dos
ganancias de este controlador. Se determina la Funcion
Descriptiva del C2R

ugr = —c18gn (y) — casgn ()

Asumiendo y(t) = Asen Qt, su Funcién Descriptiva es

4 )
N = A (c1 +jea) (7)
La ecuaciéon de balance armoénico
-1
o) —L
W) = — (5)

se resuelve de la siguiente manera:

= Se fija la taza
(- (W)
ca Re{W ()}
= Se sustituye en para obtener

TA
W) = —— "7
() 4(c1+ je2)

Vs
w(HED)| = A——-——
W) = A
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= Finalmente los valores de c1, ¢y se calculan como

1
L Lamtem(VIEE) T swGe 2o

2 e (VI E) si W () < 0
ce=§a

VI. SIMULACIONES
VI-A. Controlador de Dos Relevadores

En esta Seccion se analizaran los efectos de utilizar
la linealizacién por el Jacobiano y la linealizacién por
realimentacién desarrollados en la Seccién [II en el
esquema del controlador de dos relevadores ilustrado en
la Figura [2| Para el caso del sistema ¥, primero se
realimentaron los estados del sistema para ubicar sus
polos en

Az, ={-15, -9, -2, —4}
Luego, se tomaron como pardmetros deseados
d
Ag=02[rad], Qq=dr [rz} 9)

La evolucién del péndulo se muestra en la Figura|3| para
la condicién inicial
zo=[30 1.0 00 00]"

La oscilacién resultante tiene como parametros

=
Tiempa [s]

Figura 3. Oscilacién simulada de ¢; utilizando ¥ 7, 45 = 0.2

Ay = 0.2574 [rad],

"rad
Q. = 3.39327 | 2 }

s
No obstante, si se incrementa la amplitud de la oscila-
cién deseada, e.g.,

rad]

Ag=2[rad], Q,=d4x [b (10)

la Figura[d muestra un comportamiento irregular y poco

Tiempo [3]

Figura 4. Oscilacién deseada (azul) y simulada (roja) si Ag = 2

simétrico comparado con el caso anterior de baja ampli-
tud, lo cual muestra las limitaciones de una linealizacién
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local. En la Tabla [[] se recopilan los datos de éstas y
otras oscilaciones. También se muestra que la senal de
control es periddica y, tal como se ilustra en la Figura
de la misma frecuencia que la frecuencia deseada
Q4. Por otro lado, se incorporé X g al esquema de la

Aglrad] Qg [%] c1 c2 Aslrad] Qs [%]
0.2 4m 17.762 43.185 0.257 3.393m
0.2 8m -50.316 103.748 0.249 5.692m
0.2 127 -164.897  160.453 0.208 10.165m

2 4m 177.622  431.852 2.146 3.397Tm

2 8m -503.168  1037.48 2.183 6.138m

2 127 -1648.97  1604.53 1.993 10.557
TABLA I

PARAMETROS SIMULADOS DEL C2R CALCULADOS PARA X

s
==

Tiempo [o]

Figura 5. Par de control para la oscilacién deseada@ con Xy

Figura [2] procurando estabilidad con los pardmetros
ag = 350,a; = 155,a0 = 22, K = 0.0001. Se analizé la
misma oscilacién deseada @ para ¢i. La amplitud
deseada de la salida ¢ en funcién de la amplitud deseada
de g1 es

Ag b

K
Qay/1 = porire

y se toma ¢ = Q4. La oscilacién simulada resultante
del péndulo y de ¢ se muestran en la Figura [6] junto
con el par de control correspondiente en la Figura
Los datos de la Tabla [[]] demuestran que la precisién
de las oscilaciones aumenta cuando se utiliza esta linea-
lizacion parcial sobre la linealizacién por el Jacobiano.
No obstante, debido a la transformacion , no es po-
sible generar oscilaciones de amplitud arbitrariamente
grande.

VI-B. Controlador por Restricciones Holondmicas

Las mismas oscilaciones previamente simuladas con
el C2R se simularon también utilizando el CRHV para
fines de comparacién. La Figura [§ muestra la evolucién
del péndulo para la oscilacion deseada . La Tabla
[ resalta inmediatamente la alta precision de este con-
trolador para esta oscilaciéon y en general. Finalmente,
en la Figura[J] se observa que la sefial de control para el
CRHYV es continua y suave.
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(a) Oscilacién deseada de la salida ¢ (azul) y simulada (roja)

| fﬁM/\/MN W\AM

(b) Oscilacién asociada del péndulo

Figura 6. Relacién entre la salida ¢ y la posicion del péndulo

Tiemps [3]

Figura 7. Par de control para la oscilacién deseada @[) con X

Ad[rad] Qq [%] c1 co As [rad] Qs [%]
0.2 4 14.07 0.164 0.221 3.9217
0.2 8m 30.15 26.66 0.197 7.9727
0.2 127 45.78 70.69 0.188 12.14m
2 4 140.70 1.644 * *

2 8w 301.54  266.65 * *
2 127 457.85  706.92 * *
TABLA II

OSCILACIONES SIMULADAS UTILIZANDO X p

o e

O
Tiemps [o]

Figura 8. CRHV: Oscilacién deseada (azul) vs. simulada (roja)

Ag [rad] Qg [%2] k As [rad] Qg [2d]
0.2 4 -272.8554 0.199997 4.00m
0.2 8 -205.6517  0.1999997  8.00m
0.2 127 -193.2066  0.200003  12.0008
2 4m -234.2444  1.9999  4.00057
2 87 -195.999  1.999958  8.0089r
2 127 -188.9165 1.99979 12.012m

TABLA TI1

PARAMETROS SIMULADOS DEL CRHV

-
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Figura 9. Senal de control del CRHV

VII.

Se llevo a cabo la implementacion del controlador de
dos relevadores utilizando una tarjeta de adquisiciéon de
datos dSPACE1103, con un tiempo de muestreo de 10
[ns], en un entorno computacional basado en MATLAB.
Se utilizé el método de integraciéon de Euler para resol-
ver numéricamente las ecuaciones pertinentes. El motor
de corriente directa (Pittman® LO-COG 8X22, 24 [V])
se controlé a través de una senal de corriente generada
por la dASPACE1103 a partir un sistema de modulacién
de pulso con un ciclo de trabajo fijo a una frecuencia
de 10 [kHz]. La primera prueba experimental que se
realiz6 en el MKT incorporé al sistema > ; como la
planta lineal del esquema de control general (Figura
. Se propuso generar dos oscilaciones distintas con
este método: una de alta amplitud y baja frecuencia, la
otra de alta frecuencia y baja amplitud. Los pardmetros
de estas oscilaciones deseadas junto con los resultados
experimentales se presentan en la Tabla[[V] La posicién

PRUEBAS EXPERIMENTALES

d d
Aglrad] Q4 [=24] o e Apfrad] Q. [22d]
0.01 ™ 1.218 -1.633 0.0095 2.7m
0.025 5w 0.652 7.399  0.028 0.8
TABLA IV

OSCILACIONES EXPERIMENTALES UTILIZANDO X 5

Figura 10. Oscilacién experimental utilizando X ;

| T

Tiempo [s]

;jgwww«fw«mwmww\/\/\lwv\/v\m M/V\M/\, *

g™

90

Figura 11. Sefales de control experimentales utilizando X 7

del péndulo y las sefiales de control de esta prueba
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se ilustran en la Figura [I0] y [II] respectivamente. Por
otro lado, también se utilizé el sistema Xp en los
experimentos con el mismo proposito de generar dos
distintos tipos de oscilaciones. La comparacion entre los
datos teoricos y los experimentales se presentan en la
Tabla La evolucién de ¢ y del péndulo se muestra
en la Figura [[2] Finalmente, la Figura [I3] ilustra el
comportamiento del control a lo largo del tiempo.

Aglrad] Qg [rad} c1 co Ar[rad]  Qr [%]
0.0185 T 2.424 1.702 0.0186 3.6631
0.042 3 2.041 -0.794 0.0556 1.7687

TABLA V

OSCILACIONES EXPERIMENTALES UTILIZANDO % p

%
LN
gﬁ
ESRE
=
=3

2
Tiempo [s]

4 lrad]

S wwmm{ Mf/ MU\/\N

i i i i i i
5 10 15 20 2 30 35 40 45 50
Tiermpo [s]

Figura 12. Oscilacién experimental utilizando ¥
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Figura 13. Senales de control experimentales utilizando X g

VIII.

Se abord6 el problema de generar oscilaciones
periédicas en la Rueda de Inercia, un sistema mecéanico
subactuado. Se emplearon dos distintas técnicas de
control para resolver este problema: un controlador
de estructura variable, especificamente el controlador
de dos relevadores, y un controlador basado en
restricciones holonémicas virtuales. Se llevé a cabo
comparacién de los resultados tedricos de estos dos
controladores y a partir de ésta se puede concluir:

CONCLUSIONES
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= Kl controlador de dos relevadores:

e ¢s eficiente en términos de gasto de control.

e su precisiéon depende fuertemente del tipo de
linealizacién que se utilice.

e resulta sencillo calcular y ajustar ¢y, cs.

e 10 se presenta el fenémeno de chattering

e la convergencia a los ciclos limites es rapida.

= El CRHV:

e tiene una precisiéon excelente, el error en todos
los casos analizados es practicamente nulo.

e la senal de control es suave.

e acepta condiciones iniciales arbitrarias.

e hay libertad para escoger la restriccién ho-
lonémica.

También se implementé el C2R bajo dos distintas
circunstancias: linealizando el modelo matemaético por
medio del Jacobiano y por realimentacion de estados.
La comparacion de los resultados experimentales y las
simulaciones correspondientes arroja que la linealizacién
parcial por realimentacién de estados es claramente
superior; ofrece una mejor precisién y no exige un mayor
gasto de control para generar las oscilaciones e inclusive
en algunos casos el gasto es menor (Figura [5| vs. @

A partir de estos resultados alentadores, se propone
como trabajo a futuro aplicar esta teoria en sistemas
eléctricos; la generacién de oscilaciones en este caso se
podria utilizar en el proceso de conversién de corriente
directa a corriente alterna con el fin de disenar un nuevo
tipo de inversor.
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